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Tóm tắt. Trong bài viết này, chúng tôi thiết lập định lí điểm bất động cho hai ánh
xạ trơn yếu trên không gian kiểu-mêtric mà không cần tính liên tục của kiểu-mêtric.
Các kết quả này là cải tiến các kết quả trong [7] trên không gian kiểu-mêtric.

1 Mở đầu

Năm 2011, Akkouchi [2] đã giới thiệu định lí điểm bất động cho các ánh xạ trơn
yếu trên không gian mêtric. Gần đây, các kết quả này đã được nghiên cứu trên
không gian kiểu-mêtric [7]. Tuy nhiên, giả thiết của định lí cần điều kiện liên tục
của kiểu-mêtric. Trong bài viết này, chúng tôi cải tiến các kết quả trong [7] trên
không gian kiểu-mêtric bằng cách giảm bớt giả thiết liên tục của kiểu-mêtric.

Trước hết, chúng tôi trình bày một số khái niệm và kết quả bổ trợ cho nội dung
chính của bài viết.

Định nghĩa 1.1 ([6], Definition 2.7). Cho X là tập khác rỗng, K ≥ 1 và hàm
D : X ×X → [0,+∞) sao cho với mọi x, y, y1, y2, . . . , yn, z ∈ X,

(1) D(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y.

(2) D(x, y) = D(y, x).

(3) D(x, z) ≤ K[D(x, y1) +D(y1, y2) + · · ·+D(yn, z)].

Khi đó D được gọi là kiểu-mêtric trên X và (X,D,K) được gọi là không gian
kiểu-mêtric.

Định nghĩa 1.2 ([6]). Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric.

(1) Dãy {xn} trong X được gọi là hội tụ đến x ∈ X, kí hiệu xn → x hay lim
n→+∞

xn =

x, nếu lim
n→+∞

D(xn, x) = 0. Khi đó x được gọi là điểm giới hạn của dãy {xn}.

(2) Dãy {xn} trong X được gọi là dãy Cauchy nếu lim
n,m→+∞

D(xn, xm) = 0.

(3) Không gian (X,D,K) được gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy là một dãy hội
tụ.

Bổ đề 1.3. Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric và {xn}, {yn} là hai dãy trong
X thỏa mãn lim

n→+∞
xn = a và lim

n→+∞
yn = b. Khi đó,

1.
1

K
D(a, b) ≤ lim inf

n→+∞
D(xn, yn) ≤ lim sup

n→+∞
D(xn, yn) ≤ KD(a, b).

2.
1

K
D(a, y) ≤ lim inf

n→+∞
D(xn, y) ≤ lim sup

n→+∞
D(xn, y) ≤ KD(a, y), với mọi y ∈ X.
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Chứng minh. (1) Với mọi n ∈ N, ta có các bất đẳng thức sau

D(a, b) ≤ K
[
D(a, xn) +D(xn, yn) +D(yn, b)

]
và

D(xn, yn) ≤ K
[
D(xn, a) +D(a, b) +D(b, yn)

]
.

Từ đó suy ra D(a, b) ≤ Klim inf
n→+∞

D(xn, yn) và lim sup
n→+∞

D(xn, yn) ≤ KD(a, b). Vậy

1

K
D(a, b) ≤ lim inf

n→+∞
D(xn, yn) ≤ lim sup

n→+∞
D(xn, yn) ≤ KD(a, b).

(2) Chứng minh tương tự.

Định nghĩa 1.4 ([3]). Cho tập X khác rỗng và hai ánh xạ S, T : X → X.

1. Điểm x ∈ X được gọi là điểm trùng của S và T nếu Tx = Sx.

2. Điểm y ∈ X được gọi là giá trị trùng của S và T nếu tồn tại điểm trùng x ∈ X
của S và T sao cho y = Tx = Sx.

3. Hai ánh xạ S và T được gọi là tương thích yếu ngẫu nhiên nếu tồn tại x ∈ X
là điểm trùng của S và T và STx = TSx.

Bổ đề 1.5 ([5]). Cho X là tập khác rỗng và S, T là hai ánh xạ tương thích yếu ngẫu
nhiên trên tập X. Khi đó, nếu S và T có duy nhất một giá trị trùng w = Sx = Tx
thì w là điểm bất động chung duy nhất của S và T .

Bổ đề 1.6 ([7], Bổ đề 1.10). Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric và {xn}, {yn}
là hai dãy trong X. Nếu {xn} là dãy Cauchy và lim

n→+∞
D(xn, yn) = 0 thì {yn} là dãy

Cauchy. Hơn nữa, nếu xn → z thì yn → z.

Định nghĩa 1.7 ([7], Định nghĩa 2.1). Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric và
F, T : X → X là hai ánh xạ. Khi đó

(1) F và T được gọi là trơn yếu nếu tồn tại dãy {xn} trongX sao cho lim
n→∞

D(Fxn, Txn) =

0.

(2) Bài toán điểm bất động chung của {F, T} được gọi là đặt chỉnh nếu

(a) F và T có duy nhất điểm bất động chung x trong X, tức là, tồn tại duy
nhất điểm x ∈ X sao cho Fx = Tx = x.

(b) Với mỗi dãy {xn} trong X, nếu lim
n→+∞

D(xn, Fxn) = 0 = lim
n→+∞

D(xn, Txn)

thì lim
n→+∞

D(xn, x) = 0.

2 Kết quả chính

Định lí 2.1. Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric; F, T : X → X là hai ánh
xạ và Φ : [0,+∞)× [0,+∞)→ [0,+∞) là hàm số thỏa mãn các điều kiện

(1) F (X) là không gian con đầy đủ của X.

(2) Φ liên tục và Φ(t, 0) = 0 = Φ(0, t) với mọi t ∈ [0,+∞)
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(3) Tồn tại các hằng số M > 0, λ1, λ2 ∈ [0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

D(Tx, Ty) ≤ a0(x, y)Φ
(
D(Fx, Tx), D(Fy, Ty)

)
+

1

K

[
a1(x, y)D(Fx, Fy)

+a2(x, y)
(
D(Fx, Tx) +D(Fy, Ty)

)
+
a3(x, y)

K

(
D(Fx, Ty) +D(Fy, Tx)

)]
trong đó ai = ai(x, y), i = 0, 1, 2, 3 là các hàm số không âm và

a0(x, y) ≤ M

a2(x, y) + a3(x, y) ≤ λ1

a1(x, y) + 2
a3(x, y)

K
≤ λ2.

(4) F, T trơn yếu và tương thích yếu ngẫu nhiên.

Khi đó

(1) F và T có duy nhất điểm bất động chung trong X.

(2) Bài toán điểm bất động chung của F, T có tính đặt chỉnh (well-posedness).

(3) Nếu F liên tục tại điểm bất động chung thì T cũng liên tục tại điểm đó.

Chứng minh. (1) Vì F và T trơn yếu nên tồn tại dãy {xn} trong X sao cho

lim
n→∞

D(Fxn, Txn) = 0. (1)

Với mỗi n ∈ N, đặt yn = Txn và zn = Fxn. Ta sẽ chứng minh {yn} và {zn} là các
dãy Cauchy. Sử dụng giả thiết (3), ta có

D(yn, ym) = D(Txn, Txm)

≤ a0(xn, xm)Φ
(
D(Fxn, Txn), D(Fxm, Txm)

)
+

1

K

[
a1(xn, xm)D(Fxn, Fxm)

+a2(xn, xm)
(
D(Fxn, Txn) +D(Fxm, Txm)

)
+
a3(x, y)

K

(
D(Fxn, Txm) +D(Fxm, Txn)

)]
≤ a0(xn, xm)Φ

(
D(Fxn, Txn), D(Fxm, Txm)

)
+a1(xn, xm)

(
D(Fxn, Txn) +D(Txn, Txm) +D(Txm, Fxm)

)
+
a2(xn, xm)

K

(
D(Fxn, Txn) +D(Fxm, Txm)

)
+
a3(x, y)

K

(
D(Fxn, Txn) +D(Txn, Txm) +D(Fxm, Txm) +D(Txm, Txn)

)
= a0(xn, xm)Φ

(
D(zn, yn), D(zm, ym)

)
+
(
a1(xn, xm) + 2

a3(x, y)

K

)
D(yn, ym)

+
(
a1(xn, xm) +

a2(xn, xm)

K
+
a3(x, y)

K

)(
D(zn, yn) +D(ym, zm)

)
≤ MΦ

(
D(zn, yn), D(zm, ym)

)
+ λ2D(yn, ym) + (λ1 + λ2)

(
D(zn, yn) +D(ym, zm)

)
.

Vì vậy,

0 ≤ (1−λ2)D(yn, ym) ≤MΦ
(
D(zn, yn), D(zm, ym)

)
+(λ1+λ2)

(
D(zn, yn)+D(ym, zm)

)
.
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Cho n,m→ +∞ trong bất đẳng thức trên, sử dụng (1) và điều kiện Φ liên tục tại
(0, 0), ta được

lim
n,m→+∞

D(yn, ym) = 0. (2)

Do đó {yn} là dãy Cauchy. Sử dụng Bổ đề 1.6 và (2) ta được {zn} là dãy Cauchy.
Vì F (X) đầy đủ nên tồn tại y = Fv ∈ F (X), v ∈ X sao cho

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

zn = y = Fv. (3)

Tiếp theo ta sẽ chứng minh y là giá trị trùng duy nhất của F và T . Trước hết, ta
chứng minh Tv = Fv, tức là, D(Fv, Tv) = 0. Thật vậy, sử dụng giả thiết (3), ta có

D(Txn, T v)

≤ a0(xn, v)Φ
(
D(Fxn, Txn), D(Fv, Tv)

)
+

1

K

[
a1(xn, v).D(Fxn, Fv)

+a2(xn, v)
(
D(Fxn, Txn) +D(Fv, Tv)

)
+
a3(x, y)

K
(D(Fxn, T v) +D(Fv, Txn))

]
≤ a0(xn, v)Φ

(
D(Fxn, Txn), D(Fv, Tv)

)
+
a1(xn, v)

K
D(Fxn, Fv)

+
a2(xn, v)

K

(
D(Fxn, Txn) +D(Fv, Tv)

)
+
a3(x, y)

K

(
D(Tv, Fv) +D(Fv, Fxn)

)
+
a3(xn, v)

K2
D(Txn, Fv).

Vì vậy

D(yn, T v) ≤ a0(xn, v)Φ
(
D(zn, yn), D(y, Tv)

)
+
(
a1(xn,v)

K
+ a3(x,y)

K

)
D(zn, y)

+a2(xn,v)
K

D(zn, yn) +
(
a2(xn,v)

K
+ a3(x,y)

K

)
D(y, Tv) + a3(xn,v)

K2 D(yn, y)

≤MΦ
(
D(zn, yn), D(y, Tv)

)
+ λ2D(zn, y) + λ1D(zn, yn) + λ1

K
D(y, Tv) + λ1D(yn, y).

Từ đó suy ra

lim inf
n→+∞

D(yn, T v) ≤ MΦ
(

lim sup
n→+∞

D(zn, yn), lim sup
n→+∞

D(y, Tv)
)

+ λ2lim sup
n→+∞

D(zn, y)

+λ1lim sup
n→+∞

D(zn, yn) +
λ1
K

lim sup
n→+∞

D(y, Tv) + λ1lim sup
n→+∞

D(yn, y).

Áp dụng Bổ đề 1.3 trong bất đẳng thức trên, ta được

1

K
D(y, Tv) ≤

λ1

K
D(y, Tv).

Vì λ1 ∈ [0, 1) nên D(y, Tv) = 0, tức là D(Fv, Tv) = 0. Do đó, y = Tv = Fv hay v
là điểm trùng của F và T.

Bây giờ ta sẽ chứng minh rằng nếu tồn tại z ∈ X sao cho z = Tu = Fu với
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u ∈ X thì z = y. Thật vậy, từ giả thiết (2) và giả thiết (3) ta có

D(y, z) = D(Tv, Tu)

≤ a0(v, u)Φ
(
D(Fv, Tv), D(Fu, Tu)

)
+

1

K

[
a1(v, u)D(Fv, Fu)

+a2(v, u)
(
D(Fv, Tv) +D(Fu, Tu)

)
+
a3(v, u)

K

(
D(Fv, Tu) +D(Fu, Tv)

)]
=

1

K

(
a1(v, u) + 2

a3(v, u)

K

)
D(y, z)

≤ λ2D(y, z).

Vì λ2 ∈ [0, 1) nên D(y, z) = 0, tức là y = z. Vậy y là giá trị trùng duy nhất của F và
T. Tiếp tục sử dụng Bổ đề 1.5 ta được y là điểm bất động chung duy nhất của F và T.

(2) Gọi y là điểm bất động chung duy nhất của F và T. Giả sử dãy {xn} trong
X thỏa mãn

lim
n→+∞

D(xn, Txn) = 0 = lim
n→+∞

D(xn, Fxn). (4)

Ta cần chứng minh lim
n→+∞

D(xn, y) = 0. Thật vậy, ta có

0 ≤ D(Txn, Fxn) ≤ 1

K

[
D(Txn, xn) +D(xn, Fxn)

]
.

Cho n→ +∞ trong bất đẳng thức trên và sử dụng (4), ta được

lim
n→+∞

D(Txn, Fxn) = 0. (5)

Tương tự như trong chứng minh (1), với mỗi n ∈ N, đặt yn = Txn và zn = Fxn.
Khi đó {yn} và {zn} là hai dãy Cauchy. Vì F (X) đầy đủ nên tồn tại x = Fv, v ∈ X
sao cho lim

n→+∞
zn = x. Sử dụng (5) và Bổ đề 1.6, ta được

lim
n→+∞

Txn = lim
n→+∞

Fxn = x. (6)

Tương tự như trong chứng minh của (1), ta có x là điểm bất động chung duy
nhất của F và T. Điều này suy ra x = y. Sử dụng (4), (5) và Bổ đề 1.6, ta được
lim

n→+∞
xn = y hay lim

n→∞
D(xn, y) = 0.

(3) Gọi y là điểm bất động chung duy nhất của F và T. Với mỗi dãy {un} mà
lim

n→+∞
un = y, ta cần chứng minh lim

n→+∞
Tun = Ty. Thật vậy, từ giả thiết (3) và giả

thiết (2), ta có

D(Tun, y) = D(Tun, T y)

≤ a0(un, y)Φ
(
D(Fun, Tun), D(Fy, Ty)

)
+

1

K

[
a1(un, y)D(Fun, Fy)

+a2(un, y)
(
D(Fun, Tun) +D(Fy, Ty)

)
+
a3(v, u)

K

(
D(Fun, T y) +D(Fy, Tun)

)]
= a0(un, y)Φ

(
D(Fun, Tun), D(y, y)

)
+

1

K

[
a1(un, y)D(Fun, y)

+a2(un, y)
(
D(Fun, Tun) +D(y, y)

)
+
a3(v, u)

K

(
D(Fun, y) +D(y, Tun)

)]
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=
1

K

(
a1(un, y) +

a3(v, u)

K

)
D(Fun, y) +

a2(un, y)

K
D(Fun, Tun) +

a3(un, y)

K2
D(y, Tun)

≤ 1

K

(
a1(un, y) +

a3(v, u)

K

)
D(Fun, y)

+a2(un, y)
(
D(Fun, y) +D(y, Tun)

)
+
a3(un, y)

K2
D(y, Tun)

≤ (
a1(un, y)

K
+
a3(un, y)

K2
+ a2(un, y))D(Fun, y) +

(
a2(un, y) +

a3(un, y)

K2

)
D(y, Tun)

≤
(
λ1 + λ2

)
D(Fun, y) + λ1D(y, Tun).

Điều này dẫn đến

0 ≤ (1− λ1)D(Tun, y) ≤ (λ1 + λ2)D(Fun, y). (7)

Cho n→ +∞ trong (7) và sử dụng tính liên tục của F tại y, ta được lim
n→+∞

D(Tun, y) = 0.

Vậy lim
n→∞

Tun = y hay lim
n→+∞

Tun = Ty.

Hệ quả 2.2. Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric và F, T : X → X là hai ánh
xạ thỏa mãn các điều kiện sau

(1) F (X) là không gian con đầy đủ của X.

(2) Tồn tại α ≥ 0, β ∈ [0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

D(Tx, Ty) ≤ α
min{D(Fx, Tx), D(Fy, Ty)}+D(Fx, Tx)D(Fy, Ty)

1 +D(x, y)
+
β

K
D(Fx, Fy).

(3) F,T trơn yếu và tương thích yếu ngẫu nhiên.

Khi đó

(1) F và T có duy nhất điểm bất động chung trong X.

(2) Bài toán điểm bất động chung của {T, F} có tính đặt chỉnh.

(3) Nếu F liên tục tại điểm bất động chung thì T cũng liên tục tại điểm đó.

Hệ quả 2.3. Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric và F, T : X → X là hai ánh
xạ thỏa mãn các điều kiện sau

(1) F (X) là không gian con đầy đủ của X.

(2) Tồn tại p, q, r ≥ 0, p+ r < 1, p+ 2r
K
< 1sao cho với mọi x, y ∈ X,

D(Tx, Ty) ≤ p

K
D(Fx, Fy) +

q

K

[
D(Fx, Tx) +D(, Fy, Ty)

]
+

r

K2

[
D(Fx, Ty) +D(Fy, Tx)

]
.

(3) F, T trơn yếu và tương thích yếu ngẫu nhiên.

Khi đó

(1) F và T có duy nhất điểm bất động chung trong X
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(2) Bài toán điểm bất động chung của F, T có tính đặt chỉnh;

(3) Nếu F liên tục tại điểm bất động chung thì T cũng liên tục tại điểm đó.

Nhận xét 2.4. Từ Định lí 2.1,Hệ quả 2.2 và Hệ quả 2.3, nếu chọn K = 1 thì ta
được kết quả chính trong [2].

Sau đây, chúng tôi trình bày ví dụ về điểm bất động cho ánh xạ trơn yếu trên
không gian kiểu-mêtric (X,D,K) trong đó D không liên tục và cũng không là một
mêtric. Dó đó, các kết quả trong [2] và [7] không áp dụng được cho ví dụ này.

Ví dụ 2.5. Cho X = {0, 1,
1

2
, · · · ,

1

n
, · · · }, hàm D được định nghĩa như sau

D(x, y) =



0 nếu x = y
1 nếu x 6= y ∈ {0, 1}

|x− y| nếu x 6= y ∈ {0,
1

n
,

1

m
},m, n ≥ 2

1

3
nếu x 6= y ∈ {1,

1

n
}, n ≥ 2,

và hai ánh xạ F, T : X → Xđược xác định bởi

T0 = T1 = 0, T
1

n
=

1

6n
, F0 = F1 = 0, F

1

n
=

1

n
.

với mọi n ∈ N, n ≥ 2. Khi đó,

(1) D là một kiểu-mêtric không liên tục với K = 3. Hơn nữa, D không là một mêtric
trên X.

(2) Định lí 2.1 áp dụng được cho bài toán này.

Chứng minh. (1) Xem [4, Example 2.2].

(2) Ta có D(Tx, Ty) =
1

6
D(Fx, Fy) với mọi x, y ∈ X. Do đó, chọn Φ(s, t) = st với

mọi s, t ≥ 0 và M = 1, λ1 = λ2 =
1

2
, a1(x, y) =

1

2
, a0(x, y) = a2(x, y) = a3(x, y) = 0

với mọi x, y ∈ X thì giả thiết (3) của Định lí 2.1 được thỏa mãn. Hơn nữa, các giả
thiết còn lại của Định lí 2.1 cũng được thỏa mãn nên Định lí 2.1 áp dụng được cho
bài toán này.
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